Egyenlotlenségek alkalmazasa egyenletek megolddsa sordan
Osszedllitotta: Agotai Laszlo
kozépiskolai tandr Kisujszallds

1.) a.) Oldjuk meg az 2, egyenletet! (ne Z).

vn? +1
2 2 2 2
b.) Oldjuk meg az (ﬁ] +[x—2j +...+(hj +(x—] —»n (neN") egyenletet !
X, X3 X X

c) Adjuk megaz (1+x,)-(1+x,)..-(1+x,)=2" egyenlet &sszes olyan megoldasat,
amelyre x,-x,~...x, =1(neN").

2.) Mit mondhatunk arr6l a haromszogrol, amelynek oldalaira teljesiil, hogy
a—+c b+ a c+b

+ +
a+b—c b+c—a c+a—>b

=6

3.) Létezik-e olyan x € (0 ;2) valos szam, amelyre V n> 2 esetén teljesiil, hogy
1 1
(e ga) o

4.) Adjuk meg az alabbi egyenletrendszer Gsszes pozitiv megoldasat:
1 1 1 1 (ne N* )
=x,+—=2 :

x1+ x =_)(j2+;3 =...= xn—l+ X, X,
5.) Oldjuk meg az 1+1+1 ! letet itiv szamok halmazan !
. — T - T = —— €gyenicict a pozitiv Szamo almazan !
j gaz T o p
b+1 b
6.) Oldjuk meg az (a—ﬂ) =(gj egyenletet, ahol 4,6 e N*
' b+1 b ’ ’ '
7.) Oldjuk meg az (a+b-c)2+(a-b+c)2+(-a+b+c)2+%:a+b+c
egyenletet !
8.) Adjukmegaz x, + X2 1 X8, Xn r L s 1 __2n
RPN n> 2%2.x  3%-.x (n+1)%-x, n+1
egyenlet dsszes pozitiv { X1 ; X2 ... X, } megoldasat!(n e N").

9.) Legyen x,>1 i=1,..,n,ahol n e N". Oldjuk meg a kdvetkezd egyenletet :

n
Z(I09xk+l Xk ): n'\nllogxnﬂ_ X

k=1

10.) Oldjuk meg az x—Ig2*+x—1)=x-1g2,5 egyenletet !

2
11.) Bizonyitsuk, hogy ha (x,x,;...;x,) megoldasaiaz x, + —=2-x,, és
; Y

1

2
X, +x— =2-x, (n e N") egyenletrendszernek, akkor

n

Adjuk meg az egyenletrendszer 6sszes megoldasat !

Zn-\/E-

n
2%
i=1




Megoldasok

Egyenlétlenségek az egyenletek megoldasaban

1.) a.) Oldjuk meg az n+2 —2 egyenletet! (neZ2Z).

vn? +1
2 2 2 2
b.) Oldjuk meg az (ﬁj +[x—2j +_,_+(h) +(x—) —n (neN") egyenletet !
X

Xy X3 n X1

c) Adjuk megaz (1+x,)-(1+x,)...(1+x,)=2" egyenlet 6sszes olyan megoldasat,
amelyre x,-x,-...x, =1(neN").

A 2

1/a.) 1.Megoldas: Az egyenlet ekvivalens az ” 2+2 — J/n? +1 egyenlettel, amelybdl a
szamtani €s mértani kozép kozotti egyenldtlenség felhasznaldsaval:

42 41+l

"; ! +2+ > D)1= +1,

¢és egyenldség csak n® +1=1<>n> =0<>n=0 esetén allhat fenn.

Tehat az egyetlen megoldas n=0.

2.Megoldas:Az egyenletet atrendezve
2= n+2 n®+1+1  n’+1 1 _Iiaia

1
= = +
Jn2+1 Jnt+1 Jn?s1 JUntal Jn?+1

amibdl /2 +1+\/217:2, azaz vn’ +1>0 miatt Vn® +1=1, tehat n* =0, amibdl n=0.
n-+1

1/b.) Felhasznalva a négyzetes a szamtani és mértani kdzép kozotti egyenlbtlenséget:

>2

X 2 X 2 X 2 X 2 X X X X
(1J +(2] +...+(”1] +(”j e Y P 8 K
X2 X3 Xn X)Xl 1% Xn 0 S 0 T O L Y 1
n n Xo| %o X, | | %
. . . . x| |x Xna| |x
és egyenl6ség akkor és csak akkor 4llhat fenn, ha | 2| =|"2|=.. .=|20L/ =20
X2| 1X3 Xn X1

amibél |x,| = |x,|=...=|x

n

1/c.) Vizsgaljuk el6szor az (1+ |X1|) L+ |X2|) Y (2 |Xn |) =2" egyenletet.
Hasznaljuk fel a szamtani és mértani kozép kozotti egyenldtlenséget:

1+2|Xi| > Jlxi| ahol i=1..n, azaz 1+ ]| = 2,[x|

A kapott n szamu egyenl6tlenséget 6sszeszorozva:

L+ X )@+ [X2|)...Q+[Xp[) = 2”\/|x1 Xp .. Xp| =2"

és egyenléség csak  |xj| =1 esetén éllhat fenn .

Ha valamely i —re xj = -1 volna, Ggy az egyenlet baloldala 0 lenne, igy a lehetséges

egyetlen megoldas: x; =1,hai=1,...n.



Megoldasok

Egyenlétlenségek az egyenletek megoldasaban

2.) Mit mondhatunk arrél a haromszogroél, amelynek oldalaira teljesiil, hogy
a—+c . b+ a o c+b 6 (1)
a+b—c b+c—a c+a—b

Megoldas: Vezessiik be a kovetkezo kifejezéseket:

N _X+y+2z
x=a+b-c are= 2
Legyen y=b+c—apekkor Jp,,_2X*TY*+Z & nyilvan x,y,2>0 .
z=c+a-b 2
X+2y+z
c+a=
2
Ekkor (1) baloldala igy irhato:
+ 2 2 2 1 1 1
xX+y+ ., x+y+z+x+ y+Z=_+_+Z+ +x+i+i+y+_=.
2x 2y 2z 2 2x 2y 2y 2z 2

Yy

X z
1 x y X z y z x y 1 PR +;
|3+ —+— |+ —+— |+ —+— +—+—+ >—|3+242+24+35 2>
2 y x z X z y) y z Xx 2 3

(9+3 xyj:%(9+3)=6 (2)

xyz

Tehat (1) illetve (2) baloldala > 6, igy az egyenlet pontosan akkor teljesiilhet, ha:

————— ,azaz x =y =z, amibdl
y z )’
b.) a =b = ¢, azaz a haromszog szabalyos .

3.) Létezik-e olyan x € (0 ;2 ) valds szam, amelyre V n > 2 esetén teljesiil, hogy

(e (1) s

Megoldas: Hasznaljuk fel, hogy 2/x + — \/_ > 1)
és 1= # > /x(2-x) (2) azaz 1> ./x(2-x),amibdl
1 1 1 , 1
1< < - . tehat >1/x. (3
Jx(2-x) " a/x(2-x) 4f/x -8/2—x V2 —-x x- )

Ezek felhasznalasaval:

1]( 1 j 1 1 1 1 1
1+—=|| 1+ —/—=|=1+—F=+ + >1+——=+Ux+1=2+x+——=2>4
( 1/x 42— x x  w2—x  #fx(@2-x) 1/x /x

és az utolsd lépésben egyenléség pontosan csak 4/x =1, azaz x =1 esetén allhat fenn,

amire teljesiil, hogy 1€(0;2).



Megoldasok

Egyenlétlenségek az egyenletek megoldasaban

4.) Adjuk meg az alabbi egyenletrendszer 6sszes pozitiv megoldasat:
1 1 1 1 ( neN' )

X, t—=x,t—=.=x,,t—=x,t—=2
X, X3 X, X

Megoldas: Adjuk 0ssze az egyenleteket , és hasznaljuk fel, hogy ‘ . 4+ L‘ = 5.
i x[

Kapjuk, hogy (x1 +x2+...+xn)+(i+i+...+ ! j = (xl +i]+...+(x,, + xl ] >2n:

xl ‘x2 xn 'xl n

amibdl x, =1 Vi=1,...,n esetén.

. 1 1 1 1 .
5.) Oldjuk meg az o + 5 + P m egyenletet a pozitiv szamok halmazan !

Megoldas: Probaljuk megbecsiilni az egyenlet két oldalanak egymashoz valé viszonyat.
Mivel va?b+ab? =./ab(a+b)=+/ab-/a+b, érdemes lenne ennek a becslését
megprobalni.

a,b> 0 miatt alkalmazhatjuk a harmonikus és a mértani k6zép kozotti egyenldtlenséget:

Jab > Zai ( és egyenl6ség csakis a = b esetén) (1.a)
a+

2(a+b)-1

$ b= b)-1>
és Ja+b=,/(a+b) b1

(és egyenlGség pontosan a + b =1 esetén ) (1.b.)

. s dab(a+Db) 4ab
1.a. 1.b. tabol: bla+b)> = 2
(1.a.) és(1.b.) szorzatabod Jab(a+b) (33b)(asbsl) avbel )

] 4 a+b+1 1 1 1
innen < ———+— (3)
Jab(a +b) ab a b ab

Ezért az egyenlet csakis akkor lehet igaz, ha ( 3 ) —ban egyenlGség van, azaz ( 1.a-b )-ben
is egyenldségek teljestilnek.
Mivel a harmonikus és a mértani kozép kozotti egyenldtlenség (1.a.)-ban pontosan
a =b, mig (1.b.)-ben pontosan a +b = 1 esetén all fenn, igy egyenletiink megoldasa:
1

4 2




Megoldasok

Egyenlétlenségek az egyenletek megoldasaban

Cl-l-l b+1 a b
6.) Oldjuk meg az (m) = (Z) egyenletet, ahol 4,b e N”.

. +1 ’
1.Megoldas: Az egyenlet ekvivalens az % = b”/(%j egyenlettel.

a,b>0 miatt tekinthetjiik a b szamu % tort és 1 db. 1-es (0sszesen b+l db. szam ) szam-

tani kozepét, és hasznaljuk fel, hogy ez nem kisebb ugyanezen szamok mértani kdzepénél:

a
b-—+1 b b
a+1 _ b > b4l (g) L] = b+l (ﬁj (1)
b+1 b+1 b b

¢és (1)-ben a szamtani és mértani kdzép kdzott pontosan akkor allhat fenn egyenléség, ha

g—lazaz =b
p b a=>o.

2.Megoldas: Az (a—ﬂjbﬂ—(aﬂ)b (aﬂ) miatt az
~riegoidas: b+  \b+1 h+1

a+l B\ b _ _
-—| =— egyenlet az eredetivel ekvivalens.
b+1 a a

Probaljunk most becslést adni a baloldalra:

((a+l)bjb+] _(ab+b)b+1 _(ab+a+b—a)b+1 _(1+ b—a )bﬂ S
(b+1)a \ab+a B ab+a B ab+a -

és n=b+1

a Bernoulli - egyenlétlenséget alkalmazva: x=
ab+a

(b+1)(b-a) b—a
LT AT

ab+1) " a a

b-a

A feladatban teljesiil a Bernoulli-egyenldtlenség feltételrendszere az x = o
ab+a

valasztassal, ugyanis: 1+ x=1+ b-a = b(a + b)
ab+a alb+1)

fgy a Bernoulli-egyenldtlenség miatt b + 1 > 0 figyelembevételével egyenléség csak x = 0,

azaz a = b esetén lehetséges.



Megoldasok

Egyenlétlenségek az egyenletek megoldasaban

7.) Oldjuk meg az (a+b—c)2+(a—b+c)2+(—a+b+c)2+%=a+b+c egyenletet !

Megoldas: Az egyenlet baloldalat alakitsuk a kovetkezé modon:
(a+b-c)® +(a-b+cf? +(~a+b+c)? +%:(a+b—c)2 +%+(a—b+c)2 +%+(—a+b+c)2 +%

A szamtani ¢és mértani kdzép kozotti egyenldtlenség miatt:

1
(a+b—c)* +-

4 , 1 la+b—d
> | A N i
> >.(a+b-c) ) >
1
(a—b+c)” +—
/ 1 la—b+d (1.a-b-c)
> _ 2 -_=2 77 .
> >.(a=b+c) 4 >
1
2
(—a+b+c) +4>\/( bt o) 1 _lsa+b+d
2 =y e e T 2

(1.a-b-c) -t Gsszeadva és felhasznalvaaz | X |+ |y |>|X + y| Osszefliggést:

3
2 2 2
(a+b-c)" +(a—b+c) +(—a+b+c) +Z>|a+b—c|+|a—b+c|+|—a+b+c|>

2 2
la+b—c+a—-b+c—a+b+d B la+b+d S a+b+c
2 2 T2

azaz (a+b-c)®+(a—b+c)? +(~a+b+c)? +%2a+b+c

(1.a-b-c) -ben egyenléség pontosan akkor allhat fenn, ha
a+b—c=a-b+c=—-a+b+c,azaz a=b=c és

1 1
(a—b+c)2 :(a—b+c)2 =(—a+b+c)2 =Z,tehét: |a|:|b|=|c|=5 .

Vizsgaljuk meg a lehetséges megoldasokat:
~ Mivel az egyenlet baloldala pozitiv, s6t, nagyobb % -nél, igy mindhdrom gyok
nem lehet negativ, s6t koziiliik ketté sem lehet negativ, hiszen ekkor a jobboldal
negativ. (=-1/2)
~ Tehat legfeljebb egyikiik lehet -1/2 —del egyenld.
~ Ha pld a = -1/2, akkor a jobboldal értéke }2, ami kisebb, mint %, igy az egyenlet
egyetlen lehetséges megoldasa:a=b=c=1/2.



Megoldasok

Egyenlétlenségek az egyenletek megoldasaban

8.) Adjuk meg az x1+X—§+X—g’+...+X—r2‘+ 21 + 21 NS 12 __2n
2 3 nc 2°.x 3°-Xy (n+1)-x, nh+1
egyenlet 6sszes pozitiv { Xi; X2 ... X, } megoldasat ! (n e N*).

Megoldas: Alkalmazzuk a szamtani és mértani kdzép kozotti egyenlotlenséget:

1 1 2
X| 22 =
2°.x 2¢ 1.2
X_§+ 21 22\/ 21 2:L
2% 3°%.x, 2¢.3= 2:3

X, 1 12
n? (n+1)?-x, \n?(n+1)? n(n+1)

az egyenleteket 6sszeadva:

1 X, 1 x 1 . 2( 1 1 1 ) 2n
+ +—=+ +ot—5+ > + +..+ =
T T2 T, T T (e ox, 12 23 n(n+ 1)) T

X, 1

és egyenl6ség akkor és csak akkor allhat fenn, ha —- = T Vi=1,...,n esetén,
i i+1)"-x;

i
tehat az egyenletrendszer megoldasa: x, = a1 hacsak i=1,...,n.

9.) Legyen x,>1 i=1,..,n,ahol n e N*. Oldjuk meg a kdvetkez egyenletet :

n
Z(Ingk+l X )= n'\nllogxn_,_l X1

k=1

Megoldas: frjuk fel a log, x, szamok mértani kozepet:

- log, x, +log,  x,+...+log, x,
ri/logxz xl ) logx3 x2"'10gx,,+1 xn - n
log, x.log,  x,..log, x,

n+l

de log, x,-log, x,..log, x =log, x,

n

log, x,.log,  x;.log x

n+l

ezért minden n-re teljesiil , hogy

log, x, +log, x,+...+log, x, ) o
- . >n /logxn+1 X, , és egyenldség csak
a) n=1,vagy

b.) log, x, =log, x,=..=log, x, esetén teljesiilhet.

Van-e ilyen ?



Megoldasok

Egyenlétlenségek az egyenletek megoldasaban

10.) Oldjuk meg az x—IgR* +x—1)=x-1g2,5 egyenletet!

Megoldas: Nyilvan 2+ x - 1> 0, amib6l 2*>1-x,ami x> 0 esetén teljesiil.
Az egyenlet rendezéssel az X - 1 = 2(2*- 1) alakra hozhato.

Kétszer alkalmazva a Bernoulli egyenldtlenséget kapjuk, hogy

X-1=2%2%1)=(1+1)’2*- 1) > 1 +x)(2*- 1) = (1 +x)((1+1)*- 1) >
>(1+x)(1+x-1) =x(1+x)

Tehat kaptuk, hogy x -1 >x?+ x, amib6l 0 > x?+ 1, ami lehetetlen, tehat az egyenletnek
nincs megoldasa.

11.) Bizonyitsuk, hogy ha (x,x,;...;x, )megolddsaiaz x, + —=2-x,,, és
; Y

1

n
2.,

i=1

Zn-\/z-

2
X, +x— =2-x, (n e N") egyenletrendszernek, akkor

n

Adjuk meg az egyenletrendszer 6sszes megoldasat !

Megoldas: Minden valtozé azonos eldjell kell, hogy legyen, igy elegendd pozitiv megol-
dasokat keresni, hiszen ha { Xj | X; >0} (i=1,...,n) egy megoldas, Ggy {-X;} is megoldas
lesz.

1.Megoldas: Az egyenleteket atrendezve:

2 2
X+ X, +—
X X
X =" L2 (i=1,...0-1) és x, = T > .2 (1.a-b)
(Lab) b8l Dx, 22 ,haxi>0,azaz D |x,|>n2 )
i=1 i=1

>nd2 (3)

n n
amibdl, mivel minden gydk azonos eldjell Z‘xi‘ = le.
i=1 i=1

2.Megoldas: A szamtani és harmonikus kozép kozotti egyenldtlenség miatt:

n

n 2 n 2 n n
U S ) JE - Ay Sl o
1 i=1 X; i=1 X; =l

n z LA z z
X, X,

i=1 X; i=1 i=1

Ti
\

n

2%,

i=1

n 2
igy ( xij >2n* azaz > 2 és egyenldség csak x, = 2 esetén lehet.

i=l




Megoldasok

Egyenlétlenségek az egyenletek megoldasaban

Megmutatjuk, hogy csak |x,| = v/2 lehet.

A) ‘xi‘ < /2 nem lehet, mert ekkor le.< n~2 lenne.

2
X+
X.
B.) Masrészt x,,, = 5 ~ miatt, mivel a szamtani k6zép a két mennyiség kozott van,

2 2 e
>— (a),vagy x, <ux,,<— (b) kell, hogy teljesiiljon.
X; X;
(a)-bol Xy1>Xp >.>Xn>X1,8zaZ X1 > X1
(b)-bbl X1< X2 <..< Xn < X1,azaz X < X; kovetkezne, ami lehetetlen.

vagy x> x

i+1

fgy a megoldasok: x, =x, =..=x, = J2, vagy X, =X, =.=X =2,



