Kalandozas a racspontok vilagaban

Agotai LaszI6  (Kistjszallds)

1) Hany egész koordinataju pont van azon a szakaszon, amelynek végpontjai (3 ;17 ) és (48,281)?

2.) lgazoljuk, hogy haaz ax+by=c (a,b,cegészek ) egyenletnek van egész Xo, Yo megoldasa,
akkor végtelen sok van?

3.) lgaz-e, hogy ha a térben felvesziink 9 racspontot, és ezeket paronként dsszekotjiik, akkor az igy
keletkez6 szakaszok k6z6tt biztosan lesz olyan, amelyik tartalmaz a belsejében ijabb racspontot?

4.) Igazoljuk, hogy: a.) Barmely racsharomszog teriiletének kétszerese egész szam és hogy
b.) Barmely racssokszog teriiletének kétszerese egész szam!
( Azaz: racssokszog teriiletének mérészama vagy egész, vagy feles szam.)

5.) lgazoljuk, hogy:
a.) Ha egy racssokszog hataran h, a belsejében b darab racspont van, akkor a sokszog N=2b+h - 2
iires racsharomszogre vaghato barmilyen darabolas esetén!
b.) Az iires racsharomszog teriilete V5!

6.) Igazoljuk, hogy ha egy racsharomszog belsejében egyetlenegy racspont van, akkor az a haromszog
sulypontja!

7.) Létezik-e a sikon szabalyos racsharomszog? Es a térben?
8.) Milyen szabalyos racssokszogek 1éteznek?

9.) a.) Egy féallasu racsnégyzet racspontjai hany f6allasa racsnégyzetet, illetve
b.) egy foallasn racstéglalap racspontjai hany féallast racstéglalapot hataroznak meg?

10.) Igazoljuk, hogy a.) a C( (\/5 : V3 ) kozépponti kor nem tartalmazhat a hataran két racspontot!

b.) Tetszbleges n pozitiv egész szamhoz létezik olyan kor, amely pontosan n
darab racspontot tartalmaz a belsejében?

11.) Igazoljuk, hogy: a.) Az origd kozéppontii 2 sugarti kor végtelen sok racionalis koordinataju
ponton halad at.
b.) Es az origd kézépponti /3 sugart kor?

12.) Vegyiik azt a négyzetet, amelynek cstcsai (-5;5), (5;5)(5;-5) és(-5;-5). Erre, mint
céltablara adjunk le 201 16vést. Igaz-e, hogy a 16vésnyomok kozott mindig lesz harom, amelyek
altal alkotott haromszdg teriilete nem nagyobb Y% -nél?

( A céltablat mindegyik 16vés eltalalta!)

13.) Az n x n —es sakktablan fessiink be ( n — 1) mez6t. Egy jabb, eddig még be nem festett mez6 be-
festhetd, ha legalabb két szomszédja mar be van festve.
Be lehet-e igy festeni az egész sakktablat?

14.) Meg tudunk-e adni a sikon végtelen sok racspontot ugy, hogy:
a.) koziilik semelyik harom nem esik egy egyenesre,
b.) koziiliik barmelyik harom alkotta haromszog teriilete racionalis, és
c.) barmelyik két pont tavolsaga irracionalis?

15.) Bizonyitsuk, hogy a sik kilenc racspontja koziil mindig kivalaszthatdo harom Ggy, hogy az altaluk
alkotott haromszdg stlypontja is racspont legyen!

16.) A szamegyenesen az origobol elindul egy nyul, amely minden masodpercben pozitiv iranyba
ugyanakkorat ugrik és ugrasainak hossza egész szam. Ennek értékét viszont nem ismerjik.
Ko6zben vagjuk ki a szamegyenesbdl a [0; 100] intervallumot és ragasszuk Ossze a végeit. A buta kis
nyul ezt nem veszi észre, csak ugral tovabb-tovabb.
Egyetlegy csapdat helyezhetiink el valamelyik racspontra.
El tudjuk-e igy kapni a nyulat?
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Kalandozas a racspontok vilagaban,
megoldasok

1.) Hdny rdacspont van azon a szakaszon, amelynek végpontjai (3 ; 17) és (48, 281)?

A

A szakasz meredeksége m = 281-17 = 88 (48;281)
48-3 15
Tehat a Py( 3 ; 17 ) pontbol felmérve a v( 15 ; 88) (33;193)

vektor tobbszordseit, Ujra a szakaszon 1évé pontok-
hoz jutunk.
fgy a lehetséges pontok:

(3;17), (18;105),(33;193) és(48;281)

Tehat a szakasz Osszesen négy racspontot tartalmaz. /]

v

2.) Igazoljuk, hogy ha az ax + by =c ( a, b, c egészek ) egyenletnek van egész x, Yo megolddsa,
akkor végtelen sok van?
Megjegyzés: A fenti egyenletet kétismeretlenes linearis Diophantosi egyenletnek nevezziik.

Az egyenlet megoldhat6 pontosan akkor, ha (aib) / C, azaz az egyiitthatok legnagyobb kozds osztoja
osztdja a konstans tagnak. Legyen ugyanis (a;b)=d.

Ekkor az egyenlet igy irhat6: a,d -x+bd-y=c,azaz d (a1 -X+Db - y) =, ahol a zardjel egész, tehat
9/, kell, hogy teljesiiljon.

Megoldas: Nyilvan az adott egyenlet egyenes egyenlete, amelynek meredeksége az y = —% X+ ¢

b

alakbol m= —E. 4
b P3(x+3B;yo+3A)

Legyen m, = A a (— Ej tovabb nem egyszertsithetd alakja.
B b Pa(Xo+2B;yo+2A)
Ekkor a Po( Xo ; Yo ) pontbdl felmérve a v( B ; A) vektor tobb-

szOroseit minden esetben az egyenes pontjahoz, azaz a kiindulo P1(xo+B:Yo+A)

V(B ;A)
Po(Xo;Y0)

Diophantosi egyenlet megoldasahoz jutunk.

Ezzel belattuk, hogy ha az ax + by = ¢ linearis kétismeretlenes

/

v

Diophantosi egyenlet megoldhato, akkor végtelen sok megoldasa van.

3.) lgaz-e, hogy ha a térben felvesziink 9 rdacspontot, és ezeket paronként osszekotjiik, akkor az igy
keletkezd szakaszok kozott biztosan lesz olyan, amelyik tartalmaz a belsejében ujabb rdcspontot?
Megoldas: Vizsgaljuk a pontok koordinatainak paritasat.

Mindegyik koordinata lehet paros vagy pératlan, ez osszesen 2°, azaz 8 lehetdség.

De 0sszesen kilenc pontunk van, igy biztosan lesz legalabb kettd, amelyeknek mindkét koordinatdja
paronként azonos paritasu.

De ekkor az altaluk alkotott szakasz felezOpontja ujra racspont lesz.

Tehat igaz az allitas.
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4.) lgazoljuk, hogy: a.) Bdrmely racshdromszog teriiletének kétszerese egész szam és hogy
b.) Bdrmely rdacssokszog teriiletének kétszerese egész szam!

( Azaz: rdacssokszog teriiletének mérdszama vagy egész, vagy feles szam.)

Megoldas:
a.) Minden racsharomszog olyan racstéglalapba

foglalhato, amelynek oldalai féegyenesek ¢és a 7

racsharomszog ebbdl derékszogli haromszogek

levagasaval keletkezik. —

b.) Minden (racs)sokszog haromszogekre vaghatd /

szét, amelyek teriiletének 6sszege egyenld a sokszog ~] /

teriletével.

Kovetkezmény: Semmilyen racssokszdg teriilete nem lehet kisebb Y2-nél.

5.) lgazoljuk, hogy:
a.) Ha egy rdcssokszog hatdrdan h, a belsejében b darab racspont van, akkor a sokszog N=2b + h

-2 iires racshdromszogre vaghato barmilyen darabolds esetén.
b.) Aziires racshdaromszig teriilete ¥ teriiletegység.
Megoldasok:
a.) Tegyiik fel, hogy a szétvagassal N darab tires racsharomszoget kapunk.
Ezek szogeinek 6sszege N-180°.
Ez egyrészt a sokszog szogeibol, masrészt a belsé racspontok koriili 360° —os sz6gekbél tevédik
ossze, tehat N-180°=(h—2) -180° + b-360°.
Ebbé] 180° —kal valo osztassal adodik az allitas.

b.) Az iires racsharomszog teriilete 5.

Megoldas: Foglaljuk be a haromszdget egy n x n —es racsnégyzetbe.( Oldalai féegyenesek. )
Bontsuk fel a négyzetet tires racsharomszdgekre ugy, hogy az adott iires racsharomszog is
szerepeljen a felbontasban.

Az iires racsharomszdgek szama fiiggetlen a felbontastol és 2n? —tel egyenlé ( Egyenlészara

derékszogli haromszogekre valé felbontasbol latszik ), és ezek teriilete Gsszesen n.

_ 2
Ekkor egy iires racsharomszog teriiletének atlaga T = n 5= % .
2n
Mivel semmilyen racssokszog teriilete nem lehet 1/2-nél kisebb, igy mindegyik teriilete %2 kell, hogy
legyen.
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6.) lgaz-e, hogy ha egy rdacshdaromszog belsejében egyetlenegy rdacspont van, akkor ez a haromszig

sulypontja.

Megoldas: Ha a racsharomszog belsejében egyetlenegy racspont van,

akkor ezt a haromszog csticsaival Osszekdtve lires racsharomszogeket kapunk.
Ezek teriilete viszont az el6bbiek miatt ', tehat egyenld.

Ha viszont egy, a haromszdg belsejében 1évo pont egyenld

teriiletli részekre osztja a haromszoget, akkor ez a sulypont.

7.) Létezik e a sikon szabdlyos rdcshdaromsziog? Es a térben?

Megoldas: Tételezziik fel, hogy van!

Ekkor belefoglalhato egy racstéglalapba, amelynek a teriilete
racionalis (egész vagy feles szam).

A haromszog teriiletét derékszogii haromszogteriiletek kivonasaval

kapjuk, tehat az is racionalis. (*)

De a szabalyos haromszog teriilete t = , de itt a® egész,

a’+3
4

mert négyzetszamok Osszege, tehat a szabalyos racsharomszog
teriilete irracionalis kell, hogy legyen. (**)
(*) ellentmond (**) —nak.

Tehat nincs a sikon szabalyos racsharomszog.

v

(0; n; 0)
Es a térben? Végtelen sok van.

(n;0; :
1
1

Az(n;0;0),(0;n;0)és(0,0;n),n e Z pontok mindig szabalyos racsharomszoget alkotnak.

8.) Milyen szabdlyos rdcssokszogek léteznek?
Megmutatjuk, hogy n = 4 kivételével nincsenek szabalyos racs n-szogek.

Megjegyzés: el6szor megmutatjuk, hogy ha egy racspontot
egy racsszakasz felezOpontjara tiikkroziink, akkor jra racs-
ponthoz jututnk.

Tiikrozziik ugyanis P-t az AB szakasz F felez6pontjara,

azaz tikrozzik az ABP haromszdget egyik oldalfelezépontjara.

v

Ekkor viszont paralelogrammahoz jutunk, és ha egy paralelog-
ramma harom csticsa racspont, a negyediknek is racspontnak kell lennie.

A feladat megoldasa: Tegyiik fel, hogy létezik szabalyos racs n-szdg, ahol n =3, 4,¢és 6.
Mivel kétszeres teriilete egész, igy 1étezik kozottiik minimalis teriiletd.

Tekintsiik ezt.
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Tiikr6zziik minden csucsat a szomszédos csucsokat 6sszekoto atlo felezépontjara.

fgy az el6z6 pont szerint Gjra racssokszoghoz jutunk, amely szabalyos, és amelyet eredeti
sokszdgiink tartalmaz.

Ekkor viszont ennek teriilete kisebb, mint az el6z6 racssokszog teriilete, ami ellentmond annak,
hogy a minimalis teriileti szabalyos racs n —szogbdl indultunk ki.

Szabdlyos racshatszdg pedig azért nem létezik, mert ennek méasodszomszédos csucsai szabalyos

racsharomszoget alkotnanak.

9.) a.) Egy fédllasu rdacsnégyzet racspontjai hany fédlldsu racsnégyzetet, illetve

b.) egy fédllasu racstéglalap racspontjai hany féallasu rdacstéglalapot hatiroznak meg?

a.) Megoldas: Tekintsiink egy n X n —es négyzetet!

1 x 1 —es négyzetbSl nyilvan ~ n*  darab van,

2 X 2 —es négyzetbdl (n-1)* darab van,

3 x 3 —as négyzetbdl (n-2)* darab van,

N X n —es négyzetbol. 12=1 darab van.

Tehat a keletkezett kisebb négyzetek szama:

2 _N(n+1)2n+1)
6

12 +22+3%+...4+n

Egy masik leszamlalasi mod:

Péros oldalszamu négyzet kozéppontjat, illetve pératlan oldalszamu négyzet kdzépso négyzetét

hany helyre tehetjiik le?
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b.) Megoldas: Az altalanossag megszoritasa nélkiil elhelyezhetjiik a téglalapot az abran lathato
modon.
Minden téglalapot egy vizszintes és egy fiiggdleges,

A foegyenesek altal hatarolt sdv metszeteként kapunk.

Azt kell 6sszeszdmolni, hogy hany vizszintes és hany
fligg6leges sav van.
Legyen a téglalap n X m —es, azaz alljon n sorbol és m

oszlopbol.

Szamoljuk le példaul a fliggbleges savok szamat:
Ha a sav els6 egyenese az x = 0 egyenes, akkor a masodik egyenes m- féleképpen helyezkedhet el.
Ha a sav masodik egyenese az X = 1 egyenes, akkor a masodik egyenese ( m — 1) —fél lehet, stb, azaz

ha az els6 egyenes az X =k (0 <k <m) egyenes, akkor a masodik m—k féleképp helyezkedhet el.

. m(im+1
Igy a fliggdleges savok szama 1+2+3+...+m= —( 2+ )

, , o . n(n+1) , ,
Hasonloan kaphat6, hogy a vizszintes savok szama s ezért a keletkezett téglalapok szama

N M(m+1) n(n+1)
2 2

10.) lgazoljuk, hogy
a.) AC( (\/5 ) J3 ) kozéppontu kér nem tartalmazhat a hatdardn két racspontot!

Megoldas: Tudjuk, hogy a kor hurjainak felezdmerdlegese atmegy a kdzépponton.

Ezért, ha a tekintett kor tartalmazna két racspontot, akkor ezek felezémerdlegesének at kellene mennie a

C( (\/E \ V3 ) kozépponton.

A két pontra illeszkedd vektor koordinatai egészek, hiszen racspontokat kot Ossze, és ez egyben a
felez6merdleges normalvektora is, tehat e felezémeréleges egyenlete ax + by = ¢ alaka , ahol

a, b ésc egészek.

(¢ azért egész, mert a felezomerdleges kezdGpontja a két racspont felezépontja, amely vagy egész

vagy feles szam. )

De a felezOmerdlegesnek tartalmaznia kell C-t, azaz fenn kellene allnia az
av2 +bv3=c egyenletnek.
Ezt négyzetre emelve 2a? +3b? + 246 -ab=c? adédik, amibél

foo c? —2a% - 3p?
2ab

de itt a jobboldalon a, b és c egész volta miatt racionalis szam all, ami ellentmondas.
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b.) Tetszoleges n pozitiv egész szamhoz taldlhaté olyan kor, amely pontosan n darab rdcspontot

tartalmaz a belsejében?
Megoldas: Az a.) pont szerint a C( (\/E , V3 ) kozéppontu kor legfeljebb egy racsponton mehet at.

Vegylink egy C koriili olyan kicsiny sugara kort, amelyik egyetlen racsponton sem halad at.

Ennek a sugarat fokozatosan ndvelve tetszéleges szami racspont a belsejébe keriilhet.

11.)1gazoljuk, hogy
a.) Az origé kozéppontit \J2 sugari kor végtelen sok raciondlis koordindtdjii ponton halad dt.
b.) Es az origé kozéppontii /3 sugarii kor?

Megoldas:

a.) A kort lerajzolva racspontot csak négy racspontot talalunk, amelyen athalad.

Racionalis koordinataju pontot pedig biztos, hogy megszamlalhatéan végtelen

»
»

soknal tobbet nem fogunk talalni.
A feladatban emlitett kor egyenlete X* +y® = 2. b1

A szimmetria miatt elegendd az els6 siknegyedre korlatozodni, mert ha

ott talalunk egy pontot, akkor rogton adédik még masik harom is.

A kérdés az hogy az X* + y* = 2 egyenletnek létezik-e racionalis megoldasa?

Tegyiik fel, hogy van, példaul x = a/b, ahol a és b egészek.
Fejezziik ki a kor egyenletébodl y-t:

X—E:(Ej2+y2—23y—ﬂ
b b b '

fgy y pontosan akkor racionalis, amennyiben a négyzetgyokos kifejezés egész, azaz a gyok alatti
mennyiség négyzetszam.

V2b? —a?2 =c=2b% —a? =c?,azaz 2b?=a?% +c?
Ez utobbi egyenldség nagyon utal a Pithagorasz-tételre.
Egy triikkot vetiink be.
Az a és C egész szamok, igy felirhatok alkalmas u és v egészekkel a kovetkezoképpen:

a=u+v, c=u—-v=2b2=U+Vv)  +(u-v)2 =b? =u? +v?

A sor végén pedig mar a jol ismert Pithagorasz tétel-forma all! Azaz ha az u, v, b egészeket

pithagoraszi szamharmasnak valasztjuk, akkor a beldlik szamitott a, b, ¢ szamokkal kielégitik

(2 +(5) -

Mivel pithagoraszi szdmharmast végtelen sokat talalunk, igy feladat kérdésére adott valasz:

egyenletiinket a kovetkezoképp:

Az emlitett kor végtelen sok racionalis koordinataju ponton halad at.
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b.) Ha Ossze akarjuk szamolni a koron fekvé racspontokat, nem talalunk egyet sem. Racionalis
koordinataju pontot vajon talalunk-e? A korabbi feladatban végtelen sok volt...
Probalkozzunk az elz6 példa alapjan! Most az egyenlet X° + y* = 3 alaka. Legyen ismét x = a/b,

ahol a és b egészek.

2
a a
2= (2] +yi-s=y

3b* —a?
b

A négyzetgydknek egész értéket szeretnénk adni, ezért  3b° —a’® =c = 3b* =a’ +c°.
A triikk az elébbi formdjadban most nem miikodik!
Akkor probaljunk valamit kezdeni a 3-mal:
Az biztos, hogy 3b? oszthatdo harommal. Tudjuk, hogy négyzetszamok csak 0 vagy 1 maradékot
adhatnak 3-mal osztva: (3k)? = 3t + 0; (3k+1)? = 3t + 1; (3k+2)? = 3t + 1.

a) Ha a® vagy ¢ 3-mal valo osztasi maradéka 1, akkor készen is vagyunk. Ugyanis a masik

szdmnak 2 maradékot kéne adnia, hogy az Osszeg 3-mal oszthato legyen. Azonban ez lehetetlen,

mert mindkettd négyzetszam.

b.) A masik lehetéség, ha a® és ¢? is 3-mal oszthato. ( Ez csak ugy lehetséges, ha a és ¢ is oszthato
volt 3-mal.) Ekkor viszont mindegyikben paros sok 3-as primtényezé szerepel, mert négyzetszamok.
Nézziik az egyenlség masik oldalat: 3b%ben biztosan paratlan sok 3-as primtényezé van, mert a
négyzetszamban paros sok plusz még egy eldtte.

igy a szamelmélet alaptételével keriiliink igy ellentmondésba, tehat ez az eset sem lehetséges.

Igy viszont semmilyen eset sem lehetséges, ami nekiink megfelelne.

Kovetkezésképp a feladatban emlitett kor nem halad at raciondlis koordinataju pontokon!

12.) Vegyiik azt a négyzetet, amelynek csucsai (-5;5),(5;5)(5;-5) és(-5;-5). Erre, mint
céltablara adjunk le 201 lovést. Igaz-e, hogy a lovésnyomok kozott lesz harom, amelyek dltal alkotott

hdromszog teriilete nem nagyobb % -nél? (A céltiblat mindegyik lovés eltaldlta! )

Megoldas: Huzzuk meg a kijeldlt négyzet féegyeneseit.

Ezzel a négyzetet 100 db. egységnégyzetre osztottuk.

Mivel 201 16vést adtunk le és ezek mindegyike talalt,

kell lenni olyan négyzetnek, amelyben harom talalat van.

( A belsejében vagy a hataran. )

De ekkor a lehet6 legnagyobb teriiletii haromszog teriilete

Y, gy a keletkez6 haromszog

teriilete T < Y%, ami az alitas volt.
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13.) Az n X n —es sakktabldn fessiink be (N — 1) mezdt. Egy ujabb, eddig még be nem festett mezé
befesthetd, ha leglabb két szomszédja madr be van festve.

Be lehet-e igy festeni az egész sakktdablat?

Megoldas: Az adott feltételek szerint biztosan befesthetd lenne a sakktabla, ha két szomszédos oldala
mentén be lennének festve a mezok. Ebben az esetben a teljes befestett rész keriilete 4-n lenne.
Mivel a feladat szerint csak (n—1) mezd van befestve, ez az eset nem allhat fenn.
A befestett rész K, keriiletére teljesiil , hogy K,;<4-(n-1)
Vizsgaljuk meg, hogy hogyan valtozik a befestett rész keriilete, ha a megadott szabaly szerint festiink
be Gjabb mezdt ?
a.) Ha két atellenes szomszéd volt befestve, a befestett rész keriilete valtozatlan marad,
b.) Ha két, egymassal csticsban talalkoz6 szomszéd volt befestve, a befestett rész keriilete ismét
csak nem valtozik,
c.) Ha harom, egymassal paronként csticsban talalkozo szomszéd volt befestve, akkor a befestett
rész keriilete 2 —vel csokken,
d.) Ha mind a négy szomszéd be volt festve, akkor a befestett rész keriilete 4 —gyel fog csékkenni

az Ujabb mez6 befestése soran.

a.) abra b.) abra c.) abra d.) abra

Tehat K,; egyetlen esetben sem néhet, igy mivel a teljesen befestett sakktabla befestett mezdinek

keriilete 4-n lenne, a kivant befestés nem végezheto el.

14.) Meg tudunk-e adni a sikon végtelen sok racspontot ugy, hogy:
a.) koziilitk semelyik harom nem esik egy egyenesre,
b.) koziiliik barmelyik harom alkotta haromszog teriilete raciondlis, és
C.) bdrmelyik két pont tivolsdga irraciondlis?
Megoldas: Megmutatjuk, hogy az f(x) = x*, x>0 “félparabola” racspontjai eleget tesznek a

feltételnek.

a.) teljesiilése trivialis.

b.) is teljesiil, hiszen a tekintett pontok racsharomszogeket
alkotnak és ezek teriilete vagy egész, vagy feles szam,

tehat racionalis
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c.) teljesiilését meg kell vizsgalni.
- Cn2 A 12N Q(k; k)
Tekintsitk a P(n;n°) és Q(k; k) racspontokat! '

A PQ tavolsag az ismet dsszefiiggés alapjan:
PQ=(k-nf + (k2 —n2f =(k-nf +(k-nf - (+n) =
=k -n)? - ((k +n) +1)=(k-n)- Yk +n)? +1

Ez (k+ n)2 +1 egész volta miatt csak akkor lehetne racionalis,

 R(k ; n?)
ha (k + n)2 +1 négyzetszam lenne, azonban (k + n)2 négyzetszam P(n;n?)

és nincs két egymas utani nagyzetszam.

v

Ezért (k + n)2 +1 nem lehet négyzetszam, tehat +/(k + n)2 +1 irracionalis,

azaz PQ irracionalis.

Ezzel a feladatot megoldottuk.

15.) Bizonyitsuk, hogy a sik kilenc rdcspontja koziil mindig kivdlaszthato harom ugy, hogy az dltaluk

alkotott haromszog sulypontja is rdacspont legyen!

Megoldas: A kilenc racspont mindegyikéhez rendeljiik hozza koordinataik harommal vald osztasi
maradékat, azaza (0;0),(0;1),(0;2),. .. (2;2) szamparok valamelyikét.
Ez 6sszesen kilenc lehetéség.
Két esetet kell megkiilonboztetniink:
a.) A kilenc ponthoz rendelt szamparok kozott legfeljebb négy kiilonb6z6 van.
Ekkor a skatulyaelv miatt biztosan lesz harom olyan pont, amely ugyanazt a maradékpart adja,
azaz koordinataik ( 3m+r ; 3M+q), ( 3n+r; 3R+q ) és (3k+r ; 3K+q) alakuak.

Az ezek altal alkotott haromszog sulypontja:

S_(3m+r+3n+r+3k+r_3M +0+3N+q+3K+q
3 ’ 3

jz(m+n+r+k+r;M+N+K+q)

tehat racspont.

b.) A kilenc ponthoz rendelt szamparok kozott legalabb 6t kiilonbozé maradékpar van.
Ekkora(0;0),(0;1),(0;2),. .. (2;2) szamparokat rendezziik egy 3x3-as tablazatba
a kovetkez6 modon:

Jeloljiik meg a tdblazatban az el6fordulé maradékparokat.

(0:;0) (0:1) (0:2) feltevésiink szerint legalabb 6t mez6t megjeldltiink.

(1:0) (1:1) (1:2) Megmutatjuk, hogy ekkor van harom olyan mezd, amelyek

a.) vagy egy sorban vannak,
(2;0) (2;1) (2:2) ) vagy egy

b.) vagy egy oszlopban vannak,
C.) vagy a hdrom mez6 kiilonb6z6 sorokban és oszlopok-

ban van.
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Tegytik fel, hogy nincs harom ilyen mezd!

Ekkor a tablazat két oszlopaban két-két darab és egy oszlopaban legalabb egy darab megjeldlt
mez0 van.

Mivel a sorok és-vagy oszlopok sorrendje 1ényegtelen, feltehetjiik, hogy az els6 két oszlop

tartalmaz két-két megjelolt mezoét. Ekkor ezek az alabbi két modon helyezkedhetnek el:

X X | vagy X X | vagy
X X | vagy X vagy
vagy X | vagy

Mindkét esetben kdnnyen ellendrizhetd, hogy a harmadik oszlopban nem lehet megjeldlt mezo6 ugy

hogy harom megfeleden jelolt mezd ki ne alakuljon.

Megjegyzés: néhany helyen a feladat 8 racspontra vonatkoztatva szerepel.
Az alabbiakban megadott 8 racspontra példaul nem teljesiil az allitas:

(0;0),(0;1),(1:0),(1;1),(3:3),(3;4),(4,3) és(4;4).

16.) A szamegyenesen az origobol elindul egy nyul, amely minden masodpercben pozitiv iranyba
ugyanakkorat ugrik és ugrasainak hossza egész szam.

Kozben vagjuk ki a szamegyenesbdl a [0; 100] intervallumot és ragasszuk Ossze a végeit. A buta Kis
nyul ezt nem veszi észre, csak ugral tovabb-tovabb.

Egyetlenegy csapdat helyezhetiink valamelyik racspontra.

El tudjuk-e igy kapni a nyulat?

Megoldas: Legyen a nyul ugrasainak hosszan (n e N*).

Tekintsiik n és 100 legkisebb kdzos tobbszorosét! A nyul elobb-utdbb eléri ezt a szamot, ez viszont
100-zal oszthato.

De a szamegyenest 100 —nal elvagtuk és kor alakba 6sszeragasztottuk, tigyhogy ez a pont egybeesik az
origoval, azaz a nyul véges Iépésben visszajut kiindulasi helyére.

Ezért ha az origdba helyezziik a csapdat €s igy ragasztjuk 0ssze az elvagott szamegyenest, a buta kis

nyul biztosan besétal a csapdaba!
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