Megall a jozan ész!
( vagy csak az ész? )

Agotai LaszI6 (Kisvjszallds)

A foglalkozason olyan bizonyitasokkal, okoskodasokkal foglalko-
zunk, amelyekbdl kapott eredmények a jozan esziinknek ¢€s az eddigi
matematikai ismereteinknek homlokegyenest ellentmondanak.

Csak néhany példa izelitoiil:

Megmutatjuk, hogy minden szadm:

~ egyenld a sajat kétszeresevel,

~ nagyobb 6nmaganal, illetve, hogy

~ barmely két szam egyenld.( Tehat példaul 1 = -1 (???))
Megeshet, hogy

~ 1=2,éshogy 513 =827

~ Lehet, hogy 45° = 60°?

( Ha igen, akkor viszont a 3 = 4 egyenldség is igaz!!!)

Bebizonyitjuk, hogy:
~ Barmely haromszog egyenld szaru, illetve
~ van olyan haromszog, amely bels§ szogeinek dsszege nagyobb 180° —nal.
~ Egy der¢kszog nagyobb dnmaganal.
~ Egy trapéz két parhuzamos oldala hosszanak osszege 0.
(Mit sz6lna ezekhez a szegény jo 6reg Euklides?)

Lehet az, hogy:
~ Egy 0sszeg eérteke fligg a tagok csoportositasatol?

~ Egy szakasz hossza egyszerre egyenld 2-vel és J2 -vel?
~ Egy pont teriilete egyenld egy kor teriiletével?

Vagy a fenti allitasok mégsem igazak, csak mi okoskodtunk hibésan,
vagy elhamarkodott kovetkeztetéseket vontunk le?

Valoszinii, ez utobbi igaz, a felsoroltak kivétel nélkiil agynevezett
matematikai paradoxonok.

Ezek vilagéaba kalauzol el a kdzosen eltoltott 90 perc.
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1.) Barmely szam egyenlé a sajat kétszeresével.
Legyen a=b /-a

a’=ab /-b?

a? -b? = ab- b?
(a+b)(a—-b)=h(a-b) /:(a-b)
a+b=Db, amibdl

a=Db miatt 2b =b, ami az allitas volt.

2.) Barmely két Kiilonb6z6 szam egyenlé.
a.) Elsé bizonyitas: Legyen a,b és ¢ pozitiv és a = b + ¢, ekkor nyilvan a > b

a=b+c /-(a—Db)
a>~ab=ab+ac-b*-bc /-ac

a’~ab—ac=ab-b%—hbc
a(a-b-c)=b-(a-b-c) /:(a-b-c)
a=b, holotta>b volt.

b.) Mésodik bizonyitds: Legyenab e R &s c:a%b. EkKor

atb=2c /(a-b)
a’—b?=2ac—2bc /+b*—2ac+ c?
a’ - 2ac+ c® = b”—2bc + b°
(a-c)’=(b-c)y /4y
a-c=b-c /+c

a=Vb, ami az allitas volt.

3.) Minden természetes szam egyenlo a rakovetkezdjével.

Legyen n e N* tetszSleges!
(n+1)%=n?+2n+1 /—(2n+1)

(n+1)® - (2n+1)=n’ /—n(2n+1)
2
(n+)?—(2n+1)-n(2n+1)=n? —n(2n+1) /+_(2n11)
2 2
(n+1)2—(n+1)(2n+1)+—(2”11) _n? _n(zn+1)+ 21+
2 2
[(n+1)_2n+1} {n_znu} I
2 2
2n+1 2n+1 2n+1
+1- =n- | +

n+l=n
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4.) Barmely szam nagyobb 6nmaganal.
Legyen a,b >0 olyan, hogy
a>b /b
ab > b’ | -a
ab—a*> b*—a’
a(b-a)> (b-a)(b+a) /:(b-a)
a>b+a
Mivel b pozitiv volt, igy a nagyobb barmely, nala nagyobb b + a szamnal.

5. 1,1 .
8 4
3>2 / -log(1/2)
3-log(1/2) > 2-log(1/2)
log(1/2)% > log(1/2)?
(1/2)° > (1/2)?

1.1

8 4
6)1=2
Ismert trigonometrikus azonossag, hogy cos® x=1-sin’ x
Ezért (cos2 x)sl2 :(l—sin2 x)g'/2
Ebbél cos® x= (1 —sin? x)3/2 /+3

cos® x+3:(1—sin2 x)gl2 +3

Ezt négyzetre emelve
2
(cos® x +3f = [(1— sin2 x)' + 3}

Legyen most x = =, ekkor cost = -1 ¢és sint =0, igy
(_1 + 3)2:(13/2 +3)2’

azaz 2°= 42, tehat 2 =4, azaz 1 = 2.
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Geometriai problémak

7.) Van olyan haromszog, melynek belso szogosszege nagyobb 180° —nal.

Legyen k; és k, két egyenld sugarti, egymast metsz6 kor.
Htzzuk meg az A metszéspontbdl kiinduld AB és AC
atméroiket.

Ekkor a Thales-tétel miatt AMC.~ = ANB.~ = 90°.

De ekkor az AMN haromszog szogosszegére
AMN. + ANM.2 + NAM .~ = 180° + NAM > 180° adédik.

Azaz van olyan haromszog, melynek belsé szogdsszege nagyobb 180° —nal.

Sot! Egy egyenesre ( BC ) két kiilonb6z6 pontjaban (M és N) emelt mer6legesek metszik egymast!

8.) 8°=5-13.
4 3 \\‘
\\ 4 2
N
\\
1 3 \\;\
1 2 I
b.) abra

a.) abra

Az a.) abran 1év0 8 x 8 —as négyzetet az abra szerint atdarabolhatjuk a b.) abran 1év6 téglalappa.

Ezért teriiletiik egyenlo, azaz 82 =5-13.
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9.) Barmely haromszog egyenlé szaru.

1.Bizonyitas. (trigonometrikus bizonyitas):

Az ABC haromszog AC ¢és BC oldalait hosszabbitsuk
meg CD = CB —vel és CE = CA —val az abran lathato
moddon. Ekkor a kiils6szog-tétel miatt
a2 EAC.= AEC~'= DBC.<= CDB/=y/2.
Az ABD és ABE haromszogekben irjuk fel a sinustételt:

sin ﬁ+Z sin| e+ 7
BC+AC 2 o BC+AC 2

AB sing AB sin 7

sin(a + gj sin[ﬁ +72/j
Ezekb6l = , azaz sin(a + gj = sin(ﬂ + %) ,

sin r sin r
2 2

amibdl o + g =[+ g , tehat o = f, ezért a haromszog egyenld szarq.

2.Bizonyitas ( elemi geometriai bizonyitas):

Legyen G a C/ szog szogfelezbjének és az AB oldal
felezd merdlegesének a metszéspontja.

(tételezziik most fel. hogy G a haromszog belsejében
van!)

Bocsassunk G —bdl merdlegeseket a haromszog AC és
BC oldalaira, ezek talppontjai legyenek D és F.
Ekkor a CGD ¢és a CGF haromszogek egybevagok,

mivel szogeik paronként egyenlok és CG oldaluk kozds.
Ezért DG = GF.
Kossiik most 6ssze G-t A-val és B-vel. Ekkor nyilvan AG = GB.

A E B

De GD = GF is teljesiilt, igy a GDA és GFB haromszogek is egybevagok.

A CGD és CGF haromszogek egybevagosagabol CD=CF (*»

mig a GDA és GFB haromszogek egybevagosagabol DA = FB (**)

(*)-ot és (**)-ot 6sszeadva CD + DA =CD + FB, azaz

AC = BC, tehat haromszogiink egyenlo szaru.

( rdadasul ezt az okoskodast pld. az A szog szogfelezdjére megismételve AC = AB adddna, tehat a
haromszog — azaz barmely haromszog — szabalyos lenne! )

Nyilvan, nem biztos, hogy G a haromszog belsejében van, a tovabbi lehetdségeket az alabbi abrak

veszik szamba.
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A fenti okoskodas azonban ezekben az esetekben is helytallo.

o

10.) Egy derékszog egyenlé egy tompaszoggel ( Azaz a derékszog nagyobb 6nmaganal )
Huzzunk B-bdl egy BC-vel egyenlé BE szakaszt, és
szerkessziik meg AB és DE felezémer6legeseit!

~ Ekkor AD = BC = BE, mert BE-t ugy szerkesztettiik,

~ PA=PB és PD=PE, mert P afelezomerdlegesek
metszéspontja,

ezért az APD és BEP haromszogek egybevagok.

Mivel egybevago haromszogek megfeleld szogei

egyenldk, igy DAP.~/=EBP/

De DAP.=90°+a és EBP..=90° + o + B, ezért

90°=DAP./—a=EBP.—0a=90°+ .

Tehat 90°= 90°+ B (>90°)
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11.) 45°=60°, azaz 3=4.

Szerkessziink az ABC szabalyos haromszog AB
oldaléra befelé egy ABD egyenldszart derékszogi
haromszdget, és vegyiik fel a BC oldalon azt az

E pontot, amelyre BE = BD.

Az AD szakasz felezépontja legyen F, az EF
egyenes AB egyenessel valo metszéspontja G.

A GD ¢és GE szakaszok felezOmerdlegeseinek

metszéspontja K.

Mivel KA =KD =KE, és BD =BE, a
KDB ¢és KEB haromszogek egybevagok.
Emiatt KBD = KBE <.

De ekkor KBD ~— KBA .= KBE~— KBA < is igaz kell, hogy legyen.
Azonban KBD.~— KBA = ABD . = 45°, mig

KBE..—KBA. = ABC.=60°.
tehat 45° = 60° melyet 15 —tel osztva 3 =4 adédik!

12.) Két kiilonb6z6 hosszusagu szakasz egyenlé.

C
Tekintsiik az ABC haromszdget és legyen PQ || AB.
Ekkor ABCA ~ PQCA, hiszen szogeik paronként egyenlok.
Emiatt AB = A—C, amibél 7 Q
PQ PC
AB.PC=AC-PQ /- (AB-PQ) A B

AB?.PC—-AB-PC-PQ=AB-AC-PQ-PQ?.-AC / +AB-PC-PQ: /-AB-AC-PQ
AB?.PC—-AB-AC-PQ=AB-PC-PQ-PQ?-AC

mindkét oldalon kiemelve

AB(AB-PC — AC-PQ)=PQ(AB-PC - PQ- AC) /. (AB-PC-AC-PQ)

kapjuk, hogy AB = PQ.
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13.) Egy szakasz egyenlé egy nala kisebb szakasszal.
Mielétt a feladathoz hozzafognank, értelmezziik egy kicsit a cosinustételt:
frjuk fel a cosinustételt az o hegyesszogre:

a’ =b® +c? —2bccosa .
A Db-cosa mennyiség geometriai jelentéssel bir,

nevezetesen egyenlé a b = AC oldal AB oldalra es6

TA merdleges vetiiletének a hosszaval.

Ezért kimondhatjuk a kovetkezd tételt:

Tétel: A haromszogben barmely, hegyesszoggel szemben lévi oldal négyzete egyenlé a masik két
oldal négyzetének osszegébol kivonva ezek koziil az egyik oldal és a masik elozdore esé meroleges
vetiiletének kétszeres szorzatdt.

Most a feladat:

Tekintsiink egy olyan ABC haromszoget, amelyben az A~ hegyesszog, és C.> B!

Ekkor nyilvan AC < AB kell, hogy legyen. C
Vegyiik fel a D pontot tigy, hogy ACD.2" = f3 legyen.
Ekkor ABCA ~ADCA, mert szogeik paronként egyenldk, B
t 2
ezért teriileteik ardnya —28¢ — B = p
taoc  CD A D E B
Masrészt CE a két haromszog kozos magassaga, igy
tasc _ AB
taoc  AD .

.. CB> AB - . 2 1 :
Ezekbdl oD? =D’ Ennek mindkét oldalat szorozva CD” —tel és osztva AB —vel kapjuk, hogy
CB? €D’

AB  AD

Alkalmazzuk most az el6zé tételt CB?re és CD? -re:

AC? + AB* -2-AB-AE AC? + AD” —2-AD- AE

AB AD
2 2
Innen ACB +AB—2-AE:AACD +AD-2-AE / +2:AE; /- (AB+AD)
2 2 2 . 2 3
AC? \p_AC? AB. amibél AC? — AB-AD _ AC’ - AB- AD *)
AB AD AB AD

¢és innen a szamlalok egyenldsége miatt a nevezok is egyenldk, azaz AB = AD.

Ezért az AB szakasz hossza egyenld az altala valodi részként tartalmazott, tehat t6le rovidebb AD
szakasz hosszaval!
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14.) Egy trapéz alapjainak az 6sszege 0 —val egyenld.
Hosszabbitsuk meg az AB alapot EA =c-vel és a CD alapot CF = a-val az abra szerint!
Huzzuk meg tovabba az AC atlét, valamint az EF és BD szakaszokat!

Legyen AG =12z, GK =y ¢és KC =x!

D F
Ekkor ABKA ~ CDKy, mert szogeik paronként c G 4

. .. DC KC c X
egyenldk, ezért — =——,azaz —= .
AB KA a y+z

Ugyanigy az EAG és FCG haromszdgek hason-

o ... AE AG .. C z
losdga miatt — =——, tehat — = . =7
CF GC a y+x E ¢ A A B

c X z X z
Innen —= = . azaz — .

a y+z y+z Yy+2Z Yy+X
Hasznaljuk fel, hogy ha =2, akkor 2= _AZ2

B b B b B-b

c X—2 X—2 c
Ezért —= = =-1,azaz —=-1, tehat c=-a,
a y+z—(y+x) z-x a

azaz a+c=0 ,tehataz ABCD trapéz alapjainak 6sszege 0!

15.) Egy pont ugyanakkora, mint egy vonal?!
Huzzuk meg az ABCD négyzet BD atlojat, illetve B koriil az AC negyedkdrivet!
Huzzunk a négyzet belsejében barhol egy BC-vel parhuzamos HE szakaszt!

Az FBH haromszog derékszogl, igy HB? =BF2 —HF 2. (*)

De HE =BC és BC = BF miatt HE = BF, valamint HB = HG, ezért (*) —bol
HG? =HE? -HF? /=

7-HG® =7 -HE® — 7z - HF?,

azaz T yek kor = Tkorgyiri

Ha most HE —t elkezdjiik mozgatni BC felé,
akkor a kék korbol a B pont lesz, a korgytiri-

b6l viszont B kdzéppont, HE=BC sugaru kor!

Mivel viszont az elobbiek szerint a kék kornek

HE barmely helyzetében ugyanakkora a teriile-
te, mint a korgytiriinek, igy azt kapjuk, hogy
egyetlen pont ugyanakkora teriiletti, mint egy kor!
( Réadasul a korgytriibdl a BC sugara kor

keriilete lesz, a kék korbdl viszont egy pont!)

Vagy mégsem?
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A hatargorbék

gorbék hatarértéke, a hatargorbék hossza
Def: Hatargorbének nevezziik az olyan gorbéket, amelyek sokszogek végtelen sorozatainak, mint
alakzatok sorozatanak a hatarértékei.

1.Példa: Egy korbe irt szabalyos sokszogek végtelen sorozatdnak hatdrgorbéje az adott kor.

/\ m

A B A B
s \

A ] B

b

n=16 syt n=32

Tudjuk, hogy a szabalyos sokszogek egyben hursokszogek és igy a koré irt kor kozéppontjabol n db.

egyenlészara haromszoggé darabolhatok at, amelyek szarszoge ¢, =— ¢és amely haromszogek
n

alapjainak 6sszege megegyezik az n - sz6g K, teriiletével.

Konnyen bizonyithato, hogy lim Ky = 2Rnt = Ky, ugyanis ha R a kor sugara, akkor a sinustételbdl

a, :2R-sin£, ahol a, a korbe irt szabalyos n-szog oldala, azaz a sokszog Kkeriilete

n
sin* sin
K, =n-2R-sin%=2R7z ”n = 2Rz " , ahol ¢, :%és ¢n—5—0,ha n—+o.
P
n
sin x

EZzért felhasznalva a

—— 1 hatarértéket: kK, —— 2Rz
x—0 N notoo

Ebben az esetben tehat teljesiil, hogy a hatargorbe (iv)hossza megegyezik a gorbék (iv)hosszainak
hatéarértékével.
Ez azonban — legalabbis latszélag — nem mindig van igy.
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1)) Feladat:

Tekintsiik az egységnyi befogoju derékszogii haromszoget. frjunk ebbe egy torétt vonalat a bal also
csucstol kezdve, mégpedig:

felfelé haladjunk 1/4 egységet, utana jobbra 1/2 —et, majd felfelé is 1/2 -et, jobbra ismét 1/2 -et
végiil felfelé 1/4 -et. Ezt a tor6ttvonalat jeloljik Ly —gyel.

A kovetkez6 1épésben kétszerezziik meg a 1épések szamat, a kapott toréttvonal legyen L,, majd Gjra
kétszerezve a 1épések szamat L3 stb. Folytassuk az eljarast a végtelenségig.

Az abrék szerint a torott vonalak hatargorbéje a haromszog atfogoja, amelynek V2.
Ezek szerint a t5rott vonalak hosszanak hatérértéke /2 .

Masrészt: a 1épcso piros és a zold vonalainak
Osszege barmely 1épcsd esetén a haromszog
befogoi  hosszanak Osszegével, azaz 2-vel
egyenlo.

igy a hatargorbe hossza 2.

Most mi az igazsag?
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2.) Feladat: Szerkessziink egy AB atmérdji kort, legyen ez a gorbe Gy.

Szerkessziik meg most azt a gorbét, amely két, egyenként AB/2 atmérdjii korbdl all, és tekintsiik ezt
egyetlen, 8-as alakt gorbének, ahol a bejarast az abra mutatja. Legyen ez a gorbe G,.

A c, dbran 1év6 gorbe legyen Gg, a d, abran 1év6 G4 és igy tovabb.

Folytassuk ezt a végtelenségig, minden 1épésben kétszerezve a korok szamat.

Igy egy olyan gorbesorozathoz jutunk, amelynek hatargorbéje az AB szakasz, amelynek hossza 2-AB,
hiszen minden esetben A-bol elmegyiink B-be és onnan vissza A-ba.

Ezek szerint a hatdrgorbe hossza, tehat a gérbék hosszanak hatarértéke 2-AB.

lgaz ez?

Masfelol:

ki=2r;'m=dym és kp=2rpn=dy'n

Ezért ki+ ko= dy'n+dy'n=(dy+dy)n

Tehat az el6z6 feladatban:

limG;|=1im> 'k, = AB- 7

Akkor most menyi is a hatargorbe ivhossza?
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3. Feladat:

frjunk egy R sugara kérbe négyzetet, és ennek oldalaira kifelé szerkessziink félkoroket! (a.) abra )
Legyen a négy félkor alkotta gorbe G;.

Szerkessziink most a kdrbe egy szabalyos nyolcszdget, ugyancsak irjunk félkoroket az oldalaira.
Legyen a nyolc félkor alkotta gorbe G,.

Folytassuk a végtelenségig a sokszdgek oldalszamanak kétszerezését, kapjuk a Gz, G, stb.. végtelen
gorbesorozatot.

Ennek a gorbesorozatnak a hatargérbéje végtelen kicsi sugara félkorokbol all, nem is tudjuk
megkiilonboztetni az eredeti R sugaru kortol.

Ezek szerint a hatargorbe hossza 2R,

Vagy mégsem?
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Patologikus gorbék

1.) A hépehelygorbe:

Van-e olyan gorbe, amelynek hossza végtelen, de mégis véges teriiletet hatarol?

A»'/\ / \\
/ \\ .

G1 | \\// G,

r‘*v
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, o
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Azt hogy ennek a gorbeseregnek minden tagja véges teriiletet hatarol, konnyen belathatjuk, hiszen
egyek gorbe sem 1ép ki az eredeti haromszog koré irt korébol, tehat barmelyik gorbe altal hatarolt
teriilet kisebb a koré irt kor teriileténél.

A gorbék keriilete: A Gy keriilete 3 egység. Ezt az els6 1épésben 1-gyel noveltiik, hiszen minden
oldalon 1/3-dal nétt a torétt vonal hossza, igy G, hossza 3 +1 (=4).

A harmadik 1épésben ezt megint 1/3 —4val noveltiik, igy Gs keriilete: 3 + 1 + 4/3,

2
Gs—€ 3+1+ % + (%) , stb, tehat a hatargdrbe hossz a

2 3 4 n
4 (4 4 4 4 . L )
3+1+ 3 + (gj + (5) + (5) +.. .+ [gj +... nyilvan ( +oo ) —hez tart6 végtelen sor Osszege.
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2.) Van-e olyan gorbe, amelyik teljesen kitolt egy sikidomot?

I | Bk
T
O D
AR AR
o by
RS A
bz
TR :

(Waclav Sierpinski, lengyel )

Nem konnyen, de bizonyithatd, hogy a sokszdgsorozat hatargérbéje a négyzet minden pontjan athalad,
ezért teljesen kitolti a négyzetet.
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Gorbék onmagukkal valo metszéspontjarol

Definico: Tekintslink egy g gorbét. 2
Ha ennek valamely pontja koriili barmilyen kicsi sugart kor a gorbét

~ egy helyen metszi, Gigy az a pont végpont.( P)

~ két helyen metszi, akkor az egy bels6 vagy altalanos pont. ( Q)

~ harom vagy tobb helyen metszi, akkor 6nmagaval valdé metszéspont.

(R vagy S) S

3.) Van-e olyan gorbe, amelyik 6nmagat minden pontjaban metszi? ( Sierpinski, 1915.)

—

[t i | @\ ﬂg' Il

¢ d)

A kapott gorbe minden pontja — kivéve az eredeti haromszdg csucsait — metszéspont az eldbbi

értelemben.
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